
به نام خدا

ریاضی کاربردی: درس 

حسین علی آبادی: مدرس 



بردارها: فصل اول 
:دستگاه مختصات سه بعدی

قسیم این سه محور فضا را به هشت قسمت ت. هر سه محور دو به دو عمود بر هم تشکیل دستگاه مختصات سه بعدی می دهند
.می کنند

نگاه کند دست راست او yبایستد به طوری که به محور zدستگاه مقابل راستگرد است یعنی اگر شخصی در جهت محور 
.را نشان می دهدxمحور 

𝑥

𝑦

𝑧



𝑥0هر نقطه در فضای سه بعدی به صورت  ,𝑦0,𝑧0 نشان داده می شود و بالعکس هر سه
.تایی مرتب از اعداد حقیقی نمایش دهنده یک نقطه در فضا می باشد

۲نقطه ( مثال ,۳ .را در دستگاه مختصات نشان دهید۴,

𝑥

𝑦

𝑧

۲

۳

۴
۲ , ۳ , ۴



.هر پاره خط جهت دار را یک بردار می نامیم: بردار 

:را به صورت زیر نمایش می دهیم𝐴𝐵دو نقطه در فضا باشند بردار Bو Aاگر 

𝐴𝐵 = 𝐵 − 𝐴 = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 , 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝐴

𝐵

ابتدای بردار

ارانتهای برد

.دو بردار را مساوی گوییم هرگاه هم اندازه و هم راستا و هم جهت باشند
.برداری که ابتدای آن مبدا مختصات باشد: بردار مکان 

𝑥

𝑦

𝑧

Ԧ𝑣

𝑎, 𝑏, 𝑐هانقطه انت

Ԧ𝑣 = 𝑎, 𝑏, 𝑐



ABدو نقطه در فضا باشند طول بردار        با طول پ   اره خط Bو Aهرگاه : طول بردار

:برابر است و داریم 
𝐴𝐵

𝐴𝐵 = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
۲ + 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

۲ + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
۲

برداری که ابتدای آن مبدا مختصات و انتهای آن نقطه                 باشد را به صورت                    
:  نشان داده و طول آن را به صورت زیر محاسبه می کنیم

𝑎, 𝑏, 𝑐Ԧ𝑣 = 𝑎, 𝑏, 𝑐

Ԧ𝑣 = 𝑎۲ + 𝑏۲ + 𝑐۲



𝐴اگر ( مثال 𝐵و ۱,۲,۴ −۱ ,۳ دو نقطه باشند طول بردار       را به دست ۲,
.آورید

𝐴𝐵

𝐴𝐵 = 𝐵 − 𝐴 = −۱− ۱, ۳− ۲, ۲− ۴ = −۲ , ۱ , −۲

𝐴𝐵 = −۲ ۲ + ۱ ۲ + −۲ ۲ = ۴ + ۱ + ۴ = ۹ =۳



Ԧ𝑎اگر :  جمع و تفریق دو بردار  = 𝑎۱,𝑎۲,𝑎۳و𝑏 = 𝑏۱,𝑏۲,𝑏۳دو بردار باشند داریم:

Ԧ𝑎 ± 𝑏 = 𝑎۱ ± 𝑏۱, 𝑎۲ ± 𝑏۲, 𝑎۳ ± 𝑏۳

یک عدد حقیقی و                          یک بردار باشد برای ضرب عدد در بردار کافی است kاگر : ضرب عدد در بردار
:عدد حقیقی را در تمام مولفه های بردار ضرب کنیم 

𝑎, 𝑏, 𝑐Ԧ𝑣 =

𝑘 Ԧ𝑣 = 𝑘𝑎, 𝑘𝑏, 𝑘𝑐



Ԧ𝑎اگر ( مثال = −۲ ,۳ 𝑏و  ۴, = ۵ ,۰ , − باشند  حاصل عبارات زیر را به دست ۳
.  آورید

Ԧ𝑎 + 𝑏 = ۳, ۳, ۱

−۳𝑏 = −۱۵, ۰, ۹

−۲ Ԧ𝑎 + ۳𝑏 = ۴, −۶, −۸ + ۱۵, ۰, −۹ = ۱۹ , −۶ , −۱۷



Ԧ𝑖در فضای سه بعدی سه بردار : بردارهای پایه = Ԧ𝑗و ۱,۰,۰ = 𝑘و   ۰,۱,۰ = را ۰,۰,۱
.بردار پایه می نامیم

:هر بردار را می توان براساس بردارهای پایه نوشت: نتیجه

Ԧ𝑣 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝑎Ԧ𝑖 + 𝑏Ԧ𝑗 + 𝑐𝑘



:ضرب داخلی دو بردار

:باشد ضرب داخلی دو بردار را به صورت زیر تعریف می کنیم𝜃دو بردار و زاویه بین آنها 𝑏و  Ԧ𝑎اگر 

Ԧ𝑎. 𝑏 = Ԧ𝑎 𝑏 cos 𝜃

Ԧ𝑎اگر :  قضیه  = 𝑎۱,𝑎۲,𝑎۳و𝑏 = 𝑏۱,𝑏۲,𝑏۳دو بردار باشند داریم:

Ԧ𝑎 . 𝑏 = 𝑎۱𝑏۱ + 𝑎۲𝑏۲ + 𝑎۳𝑏۳



: محاسبه زاویه بین دو بردار

باشد به کمک ضرب داخلی دو بردار می توان زاویه بین دو بردار غیرصفر 𝜃اگر 
:نوشت𝜃فرمول زیر را برای محاسبه 

Ԧ𝑎 و   𝑏

cos 𝜃 =
Ԧ𝑎 . 𝑏

Ԧ𝑎 𝑏
Ԧ𝑎. 𝑏 = Ԧ𝑎 𝑏 cos 𝜃 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−۱

Ԧ𝑎 . 𝑏

Ԧ𝑎 𝑏

۰:   بنابر تعریف توابع معکوس مثلثاتی داریم ≤ 𝜃 ≤ 𝜋



Ԧ𝑎زاویه بین دو بردار ( مثال = ۲Ԧ𝑗 + 𝑘  و𝑏 = ۲Ԧ𝑖 − ۳Ԧ𝑗 + ۲𝑘را به دست آورید.

Ԧ𝑎 . 𝑏 = ۰ , ۲ , ۱ . ۲ , −۳ , ۲ = ۰− ۶+ ۲ = −۴

Ԧ𝑎 = ۰۲ + ۲۲ + ۱۲ = ۵ 𝑏 = ۲۲ + −۳ ۲ + ۲۲ = ۴+ ۹+ ۴ = ۱۷

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−۱
Ԧ𝑎 . 𝑏

Ԧ𝑎 𝑏
𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−۱

−۴

۵ ۱۷
= 𝑐𝑜𝑠−۱

−۴

۸۵
= ۱۱۵/۷۱°



:ویژگی های ضرب داخلی

۱) Ԧ𝑎 . 𝑏 = 𝑏 . Ԧ𝑎

۲) Ԧ𝑎 . 𝑏 + Ԧ𝑐 = 𝑎 . 𝑏 + Ԧ𝑎. Ԧ𝑐

۳) Ԧ𝑎. Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎 ۲

۴) Ԧ𝑎 . 𝑏 = ۰ Ԧ𝑎 و𝑏دو بردار عمودند



.را چنان بیابید که دو بردار زیر عمود برهم باشند𝑡مقدار ( مثال
Ԧ𝑎 = ۲ , 𝑡 , ۳ 𝑏 = −۴ , ۲ , ۱

Ԧ𝑎 . 𝑏 = ۰ −۸ + ۲𝑡 + ۳ = ۰ ۲𝑡 = ۵ 𝑡 = ۲/۵

.نشان دهید سه بردار زیر تشکیل مثلث قائم الزاویه می دهند( مثال

Ԧ𝑎 = ۳ , −۲ , ۱ 𝑏 = ۱ , −۳ , ۵ Ԧ𝑐 = ۲ , ۱, −۴

Ԧ𝑎 . 𝑏 = ۳+ ۶+ ۵ = ۱۴

Ԧ𝑎 . Ԧ𝑐 = ۶− ۲− ۴ = ۰

𝑏. Ԧ𝑐 = ۲− ۳− ۲۰ = −۲۱

.بر هم عمودندԦ𝑐و Ԧ𝑎دو بردار 



:𝑏بر بردار Ԧ𝑎تصویر قائم بردار  

𝑝𝑟𝑜𝑗با نماد 
𝑏
𝑎 نشان داده و به صورت زیر محاسبه می شود:

Ԧ𝑎

𝑏𝑝𝑟𝑜𝑗
𝑏
𝑎

𝑝𝑟𝑜𝑗
𝑏
𝑎 =

Ԧ𝑎 . 𝑏

𝑏 . 𝑏
𝑏 =

Ԧ𝑎 . 𝑏

𝑏
۲

𝑏
𝜃



Ԧ𝑎تصویر قائم بردار ( مثال = ۲Ԧ𝑖 + ۳Ԧ𝑗 − 𝑘 را بر بردار𝑏 = Ԧ𝑖 + Ԧ𝑗 + ۲𝑘به دست آورید.

Ԧ𝑎 . 𝑏 = ۲ , ۳ , −۱ . ۱ , ۱, ۲ = ۲+ ۳− ۲ = ۳

𝑏 . 𝑏 = ۱+ ۱+ ۴ = ۶

𝑝𝑟𝑜𝑗
𝑏
𝑎 =

Ԧ𝑎 . 𝑏

𝑏 . 𝑏
𝑏 =

۳

۶
۱ , ۱, ۲ =

۱

۲
,
۱

۲
, ۱



Ԧ𝑎اگر ( تمرین = 𝑏و ۴ = −۱ ,۲ .باشد            را به دست آورید°۶۰و زاویه بین دو بردار ۳, 𝑝𝑟𝑜𝑗
𝑏
𝑎

Ԧ𝑎 . 𝑏 = Ԧ𝑎 𝑏 cos ۶۰ = ۴ × ۱۴ ×
۱

۲
= ۲ ۱۴

𝑏 . 𝑏 = 𝑏
۲
= ۱۴

𝑝𝑟𝑜𝑗
𝑏
𝑎 =

Ԧ𝑎 . 𝑏

𝑏 . 𝑏
𝑏 =

۲ ۱۴

۱۴
−۱ , ۲ , ۳ = −

۱۴

۷
,
۲ ۱۴

۷
,
۳ ۱۴

۷



:  ضرب خارجی دو بردار

Ԧ𝑎فرض کنید   = 𝑎۱,𝑎۲,𝑎۳و𝑏 = 𝑏۱,𝑏۲,𝑏۳دو بردار باشند داریم:

Ԧ𝑎 × 𝑏 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘
𝑎۱ 𝑎۲ 𝑎۳
𝑏۱ 𝑏۲ 𝑏۳

= 𝑎۲𝑏۳ − 𝑎۳𝑏۲ Ԧ𝑖 + 𝑎۳𝑏۱ − 𝑎۱𝑏۳ Ԧ𝑗 + 𝑎۱𝑏۲ − 𝑎۲𝑏۱ 𝑘

Ԧ𝑎

𝑏

Ԧ𝑎 × 𝑏



Ԧ𝑎ضرب خارجی دو بردار ( مثال = ۱ , − ۲ 𝑏و  ۳, = ۰ , − ۱ .را به دست آورید۲,

Ԧ𝑎 × 𝑏 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘

۱ −۲ ۳
۰ −۱ ۲

= −۴− −۳ Ԧ𝑖 + ۰− ۲ Ԧ𝑗 + −۱− ۰ 𝑘 = −Ԧ𝑖 − ۲Ԧ𝑗 − 𝑘



:خواص ضرب خارجی دو بردار

۱) Ԧ𝑎 × 𝑏 = Ԧ𝑎 𝑏 sin 𝜃 ۲) Ԧ𝑎 × 𝑏 = − 𝑏 × Ԧ𝑎

۳) Ԧ𝑎 × 𝑏 + Ԧ𝑐 = Ԧ𝑎 × 𝑏 + Ԧ𝑎 × Ԧ𝑐 ۴) Ԧ𝑖 × Ԧ𝑖 = Ԧ𝑗 × Ԧ𝑗 = 𝑘 × 𝑘 = Ԧ𝑜 بردار صفر

۵ ) Ԧ𝑖 × Ԧ𝑗 = 𝑘 و Ԧ𝑗 × 𝑘 = Ԧ𝑖 و 𝑘 × Ԧ𝑖 = Ԧ𝑗
Ԧ𝑖

Ԧ𝑗𝑘

۶) Ԧ𝑎 × 𝑏 = Ԧ𝑜 .دو بردار موازی هم باشند



:  ساخته می شود به صورت زیر محاسبه می شود 𝑏و Ԧ𝑎مساحت متوازی الاضلاعی که توسط دو بردار 

Ԧ𝑎

𝑏

𝑆 = Ԧ𝑎 × 𝑏

:  ساخته می شود به صورت زیر محاسبه می شود 𝑏و Ԧ𝑎مساحت مثلثی که توسط دو بردار 

Ԧ𝑎

𝑏

𝑆 =
۱

۲
Ԧ𝑎 × 𝑏



𝐴به راس های ABCمساحت مثلث ( مثال ۱ ,۲ 𝐵و ۰, ۳ ,۰ , − 𝐶و  ۳ ۵ ,۲ .را به دست آورید۶,

𝐴𝐵 = 𝐵 − 𝐴 = ۲ , −۲ , −۳ 𝐴𝐶 = 𝐶 − 𝐴 = ۴ , ۰ , ۶

𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘

۲ −۲ −۳
۴ ۰ ۶

= −۱۲Ԧ𝑖 − ۲۴Ԧ𝑗 + ۸𝑘

𝑆 =
۱
۲
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 =

۱
۲

−۱۲ ۲ + −۲۴ ۲ + ۸ ۲ =
۱
۲

۷۸۴ = ۱۴



:ت با سه بردار باشند حجم متوازی السطوحی که توسط این سه بردار ساخته می شود برابر اسԦ𝑐و 𝑏و Ԧ𝑎اگر 

𝑉 = Ԧ𝑎 . 𝑏 × Ԧ𝑐 = 𝑏 . Ԧ𝑎 × Ԧ𝑐 = Ԧ𝑐 . Ԧ𝑎 × 𝑏

ضرب داخلی ضرب خارجی قدرمطلق

Ԧ𝑎

𝑏

Ԧ𝑐



.حجم متوازی السطوحی که توسط بردارهای زیر ساخته می شود را محاسبه کنید( مثال

Ԧ𝑎 = Ԧ𝑖 + ۲Ԧ𝑗 − 𝑘 𝑏 = −۲Ԧ𝑖 + ۳𝑘 Ԧ𝑐 = ۷Ԧ𝑗 − ۴𝑘

𝑏 × Ԧ𝑐 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘

−۲ ۰ ۳
۰ ۷ −۴

= −۲۱Ԧ𝑖 − ۸Ԧ𝑗 − ۱۴𝑘

Ԧ𝑎 . 𝑏 × Ԧ𝑐 = ۱ , ۲ , −۱ . −۲۱ , −۸ , −۱۴ = −۲۱− ۱۶+ ۱۴ = −۲۳

𝑉 = −۲۳ = ۲۳



:معادله خط در فضا 

𝑃0معادله خطی که از نقطه  𝑥0 ,𝑦0 ,𝑧0 گذشته و با بردارԦ𝑣 = 𝑎 ,𝑏 ,𝑐(بردار هادی خط  ) موازی باشد به
:  صورت زیر می باشد

𝑥 − 𝑥0
𝑎

=
𝑦 − 𝑦0

𝑏
=
𝑧 − 𝑧0
𝑐

ای
ቐ

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡

𝑡𝜖𝑅 عدد حقیقی

(معادله دکارتی) 
(معادله پارامتری) 

𝑝0

Ԧ𝑣



𝐴معادله خط را بنویسید که از دو نقطه ( مثال −۳ ,۲ , − 𝐵و  ۳ ۱ , − ۱ .می گذرد۴,

𝐴𝐵 = 𝐵 − 𝐴 = ۴ , −۳ , ۷ = 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 (موازی با خط) بردار هادی خط 

𝑥0یکی از نقاط را دلخواه انتخاب می کنیم , 𝑦0 , 𝑧0 = −۳ , ۲ , −۳

𝑥 − −۳

۴
=
𝑦 − ۲

−۳
=
𝑧 − −۳

۷

𝑥 + ۳

۴
=
𝑦 − ۲

−۳
=
𝑧 + ۳

۷



:معادله صفحه در فضا 

𝑃0معادله صفحه ای که از نقطه  𝑥0 ,𝑦0 ,𝑧0 گذشته و  بردار غیرصفر𝑛 = 𝑎 ,𝑏 ,𝑐(بردار نرمال صفحه  ) بر
:  آن عمود باشد به صورت زیر می باشد

𝑎 𝑥 − 𝑥0 + 𝑏 𝑦 − 𝑦0 + 𝑐 𝑧 − 𝑧0 = 0

𝑃0

𝑛



۲−معادله صفحه ای را بنویسید که از نقطه ( مثال ,۱ 𝑛گذشته و بردار ۳, = ۲ ,۵ , − .بر آن عمود باشد۱

𝑎 𝑥 − 𝑥0 + 𝑏 𝑦 − 𝑦0 + 𝑐 𝑧 − 𝑧0 = 0

۲ 𝑥 + ۲ + ۵ 𝑦 − ۱ − ۱ 𝑧 − ۳ = ۰

۲𝑥 + ۵𝑦 − 𝑧 + ۲ = ۰



۱معادله صفحه ای را بنویسید که از نقطه ( مثال ,۲ ۲𝑥گذشته و با صفحه ۳, − ۳𝑦 + 𝑧 + ۱۰ = .موازی باشد۰

۲𝑥 − ۳𝑦 + 𝑧 + ۱۰ = ۰

𝑛 = ۲ , −۳ , ۱

۱ , ۲ , ۳

.اگر دو صفحه موازی باشند بردار نرمال یکسان دارند
ه های صفحه ضریب متغیرها به ترتیب مولفیکدر معادله 

بردار نرمال هستند

𝑎 𝑥 − 𝑥0 + 𝑏 𝑦 − 𝑦0 + 𝑐 𝑧 − 𝑧0 = 0

۲ 𝑥 − ۱ − ۳ 𝑦 − ۲ + ۱ 𝑧 − ۳ = ۰

۲𝑥 − ۳𝑦 + 𝑧 + ۱ = ۰



(تندسه نقطه روی یک خط نیس.) معادله صفحه ای را بنویسید که شامل نقاط زیر باشد( مثال

𝐴 ۰ , ۰ , ۱ 𝐵 ۲ , ۰ , ۰ 𝐶 ۰ , ۳ , ۰

رب خارجی اگر دو بردار در صفحه را ض. بر صفحه داریمبردار عمود برای نوشتن معادله یک صفحه نیاز به یک نقطه از صفحه و یک 
.کنیم بردار به دست آمده بر صفحه عمود می شود

𝐴

𝐵

𝐶

𝑛 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶بردار نرمال

𝐴𝐵 = 𝐵 − 𝐴 = ۲ , ۰, −۱ 𝐴𝐶 = 𝐶 − 𝐴 = ۰ , ۳ , −۱

𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘

۲ ۰ −۱
۰ ۳ −۱

= ۳Ԧ𝑖 + ۲Ԧ𝑗 + ۶𝑘 = ۳ , ۲ , ۶ = 𝑎, 𝑏, 𝑐

𝐴 ۰ , ۰ , ۱ = 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 هنقطه دلخوا

𝑎 𝑥 − 𝑥0 + 𝑏 𝑦 − 𝑦0 + 𝑐 𝑧 − 𝑧0 = 0

۳ 𝑥 − ۰ + ۲ 𝑦 − ۰ + ۶ 𝑧 − ۱ = ۰ ۳𝑥 + ۲𝑦 + ۶𝑧 − ۶ = ۰


